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I Introduction

Les équations du monopdle leptonique que nous avons proposées jusqu’ici suggerent qu’il possede la
symétrie d’une toupie symétrique et que sa charge magnétique a des valeurs quantifiées liées aux états
de mouvement de la toupie. Nous chercherons ici, sur la base de cette image, une équation capable de
décrire les transitions entre les valeurs de la charge, y compris a partir de zéro, autrement dit la
naissance d’un monopdle. Nous examinerons nos équations précédentes, que nous généraliserons, en
partant, comme précédemment, non pas de 1’é¢tude de Dirac sur I’interaction d’une charge ¢électrique
avec un monopole lourd mais de son équation de 1’¢lectron, ou nous ferons apparaitre une seconde jauge
correspondant a un monopdle magnétique.

II Rappels sur la théorie du monopéle leptonique
1) L’équation linéaire du monopole magnétique leptonique.

Considérons les matrices Yu (u=1....4) de Dirac et celles de Clifford qui s’en déduisent :

1—‘N = {I’Yp ’i’}/yyv’ i’)/,u’J/S ’ ’)/5 = YI}/2J/3’Y4} (N:l""’l6) (1a1)
Les I'y, sont liées entre elles par les relations suivantes ou le signe + dépend de u etde N :
,}/,uFN,J/y :irN (1’2)

Deux des matrices I', commutent avec les quatre matrices y, de Dirac. Ce sont

I, = I, qui commutent avec le signe + et I, =¥, qui anti-commutent, donc avec le signe — :

a) I, = I, la premicre d’entre elles , définit comme on sait une invariance de jauge :

y ey (1,3)

Ce qui entraine I’invariance de 1’équation libre de Dirac avec masse, sans champ extérieur :
m,c
}/“8#1//+—7; v=0 (1,4)

b) La seconde matrice « commutante », I', =¥, définit une nouvelle invariance de jauge :

iﬁy5 1
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qui entraine, elle aussi, I’invariance de 1’équation libre de Dirac mais seulement en I’absence du terme
linéaire de masse propre, en raison du signe moins dans (1,2) :

Y.9,¥ =0 (1,6)

L’invariance de jauge habituelle (1,3) définit une dérivation covariante et une invariance
de jauge locale avec des potentiels de Lorentz polaires en raison de la covariance :



. e i
Vﬂ=8#—z%A#; v—oey, A —>A +d,0 (1,7)

D’ou I’équation de Dirac habituelle :
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D’une facon analogue, on tire de (1,5) une seconde dérivation covariante, non plus avec des
potentiels polaires mais avec des pseudo-potentiels, pour des raisons de covariance avec Y :

Yy =0 (158)
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D’ou I’on obtient 1’équation d’un monopdle magnétique leptonique de masse nulle (Lochak 1983,
1084, 1985, 1995, 2007) :

n(au—ih%ysBu)wﬂ (1,10)

Cette équation, qui a plusieurs vérifications expérimentales, décrit un monopdle leptonique. Elle
satisfait aux lois de symétries du magnétisme, de Maxwell et de P.Curie. Elle admet également (Lochak
1983-ss) une généralisation non linéaire avec masse avec les mémes lois de symétrie, ou figurent les
deux invariants de Dirac :
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7 (Ql_igz'ys)l//:o (1,11)
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Q, =y est un scalaire relativiste et Q, =—iy Ys¥ un pseudoscalaire (y= v'y,). La fonction
m(Ql2 +Q§) est évidemment un scalaire. Le pseudo-quadripotentiel B, et la phase pseudo-scalaire ¢

dans (1,9) sont imposés par I’antisymétrie de Y. Il en résulte que la charge magnétique g est un

scalaire vrai, comme toutes les constantes physiques et non un pseudo-scalaire comme dans les autres
théories du monopdle. La chiralit¢ du magnétisme s’exprime non pas dans la constante g mais dans
I’opérateur de charge : G=gv;.

2) L’équation a deux composantes (représentation de Weyl).

Considérons deux spineurs a deux composantes & et 1, et la transformation de Weyl qui diagonalise
I’opérateur de charge G = gy, de valeurs propres opposées :
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Il s’ensuit que :
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Le renversement de charge n’est pas dii a un changement de signe de g mais au fait que les valeurs
propres de I'opérateur G sont de signes opposés. L’équation (1,10) se décompose alors en deux
équations indépendantes gauche et droite qui généralisent les équations du neutrino :
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Les parties cinétiques de ces équations correspondent au monopdle et a I’anti-monopole a deux
composantes. Les parties potentielles représentent 1’interaction électromagnétique avec une charge
magnétique gauche ou droite. Les équations (2,3) montrent que le monopole leptonique interviendra
dans les interactions nucléaires faibles a la maniére d’un neutrino doué d’une charge magnétique.
Ces monopdles sont manceuvrables par des champs électromagnétiques et on pourra les focaliser. Ce

qui a été prouvé expérimentalement par Ivoilov en modifiant un émetteur beta sous ’effet d’un
faisceau de monopoles (/voilov, 2006).

Les équations (2,3) s’¢changent par C, P, Tetl’on a :

P: g—>g, x,—>-x, t—>t, B.>B, Wo>-W, o
T: g—>g, x,>x, t—>—-t, B>-B, WoW, {58, nosn (2,4)
C: g—g E—-isn, n—ois,é

Les équations (2,3) représentent des particules conjuguées — un monopdle et un anti-monopdle — avec

une méme constante de charge magnétique g. La conjugaison de charge n’est donc pas un changement
de signe de la charge magnétique mais de I’hélicité.

3) Les courants.

D’apres (1,3) I’¢lectricité J, est conservee par I’équation de Dirac (1,3) :

9,J,=0 (J,=iyy.w) (3,1)
De méme (1,10) entraine, d’apres (1,9), la conservation du courant magnétique :

9,%,=0 (T,=wy,rv) (3,2)

Les courants J, et X sont liés entre eux par les formules :

J2,=0; =10, =35, =0} +Q) (Q,=yy.Q,=-iyyy) (3,3)

D’apres (3,3), le courant J, est du genre temps, comme on I’attend, mais X | est du genre espace, ce

qui semble bizarre. Tout s’éclaire en représentation de Weyl (2, 3) qui relie les courants ¢€lectrique et
magnétique a deux courants isotropes conservatifs gauche et droit.

x, ={€€, - sEhy, ={nMm.n"sn}x, ={EC-EsELy, ={nM,n"sn}; (3.4)

=X, Y 5E =X, —Y;0,X,=0;0,Y, =0



On voit que : J,, est la somme des deux courants isotropes et est du genre temps d’aprés (3,3) ; X,

’ > 0. Ce que explique la différence entre

est leur différence, qui est du genre espace, carX Y, = 4|§+n

les deux variances que nous avons trouvées.

4) Le monopole dans un champ coulombien a ’approximation classique.

C’est dans ce cas que la théorie du monopole leptonique a rejoint pour la premiére fois 1’expérience.
Soit I’approximation classique de 1’équation en & de (2,3) :

E=ae®", (h—0) 4,1)
On trouve :
{%(g—f—ng—(VS+§Bj.s}a:0 (4.,2)

Pour avoir une solution non triviale de ce syst¢tme homogene en «a il faut :

{%@—f—gwj —(VS+§B) }:0 (4,3)

C’est une équation de Jacobi relativiste de masse nulle qui définit une énergie cinétique, une
impulsion, un moment de Lagrange, un Hamiltonien et des champs (Lochak 1085, 1995, 2007) :
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L’¢équation du mouvement est :

d_p:g(VW+a—Bj—£V><rotB 4.5)
dt ot c

Soit encore, en termes de champs:

‘;—lt’:g(H—l/cvxE) (4,6)

Comme la masse propre est nulle, on a v=c (vitesse de la lumicre) et on ne peut pas écrire : p=mvV.

Mais on peut écrire en terme d’énergie p = E/c2v, carE=Const. AvecW =0, I’équation du
mouvement a I’approximation de I’optique géométrique s’écrira :

do__pLldr, .. p-e (4.7)
dt r’dt E

On trouve ainsi 1’équation de Poincaré de I’effet Birkeland (Poincaré 1896) créé par un pdle
d’aimant sur le mouvement d’un électron. Notre équation n’est qu’au signe pres car nous sommes dans
le cas inverse ou un pdle €lectrique agit sur le mouvement d’un monopdle. Cette équation étant vérifiée
expérimentalement dans le cas Birkeland, la réciproque établie ci-dessus constitue pratiquement une



preuve expérimentale de I’équation du monopole soumis a un champ ¢€lectrique. Ce résultat a été obtenu
a partir de I’équation en & du monopdle. Avec I’équation en 17 et (4,1), nous aurions I’équation en b :

(o o 20

(4.8)

L’équation (4,8) se déduit de (2,4) par les transformations P et T mais pas par la transformation

C ; car Cnes’applique pasa a dans (4,2) maisa & dans (2,3), ce qui donne :

g—g; —isza*—>b; iszb*%a; S— -5

On voit que (4,8) se déduit de (4,2) en inversant non pas la charge mais la phase de I’onde.

5) Description quantique du monopéle dans un champ coulombien.

Nous devons poser dans (2,4) :

W=0; E=rotB; H:la—B
c ot
D’ou, dans un champ coulombien :
rotB = e%
’

Soit, en coordonnées cartésiennes :

e e —xz

B =————, B =-

Toorx+y rx +y
1 1 -

B=¢C; C,=——>—,C,=-——.C.
rx +y rx +y

D’ou, en coordonnées polaires :

e Sing g€ 280 b0 B

rotg0’ Y r g0

i - 1
sB=S s, Sln(D+s2 cosp ; $.C=—
1g0 1g0 r

Soit encore :
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Introduisons ces derni¢res expressions dans (2,3) en posant :
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li—s.V—iD s.C|E=0; li+s.V—iD s.C|n=0 (5,6)
c ot c ot

Elles ne différent que d’un signe dans la partie cinétique, celui de la chiralit¢. Ce sont deux
monopdles gauche et droit dans un champ coulombien, qui généralisent 1’équation de Poincaré (4,7).

Or Poincaré¢ avait obtenu 1’intégrale premiére suivante du moment cinétique :

A=rx3al (5,7)
dt r
Les correspondants quantiques de cette intégrale pour les équations (5,6) sont :
1 1
J: = h[rx(—iV+ DC)+ D£+5s} s J, = h[rx(—iV— DC)- D£+5s} (5,8)
r r
Leurs composantes 1, 2, 3 pour§oun, satisfont aux relations :
[1,.0,|=ind 5[ 0,0, ]| =ind, 5[, | = ind, (5,9)
Posons alors, toujours pour Eoun :
1
J= [A+5s} A=rx(-iV+DB)+ pL | [D défini en (5,5)] (5,10)
r

Les composantes A, correspondent au A de Poincaré. On a, en angles polaires :

AT = A +iA =ei¢(icotei+i+£j

1 2 op 060 sin6
_ —i o d D
A=A —ir,=¢ Plicotd————+—— 5,11
1 2 ( dp 00 sinOJ 11
d
A,=—i—
3 1)
Les Ak obéissent aux relations (5,9) et leurs états propres Z (6, ¢) sont donnés par :
(N’)z=j(j+1)Z:AZ=mZ;
—0A 030 mmmjm - (-12)
j= b5 yeesm=—j,—j+1,...,j j

On a ici un point important pour la suite. Dans nos publications antérieures, pour simplifier les
calculs nous avons introduit un angle y (I’angle d’Euler de rotation propre) et un changement de

fonctions :
Q(0,0.%) =" Z(6.0) (5,13)

Ce qui équivaut a ajouter une cinquiéme dimension dans 1’espace de configuration. Les Q(6.9,x)
sont les fonctions propres d’opérateurs R, qui se déduisent trivialement de (5,11) :
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Les R, sont les opérateurs infinitésimaux du groupe des rotations exprimés dans le systeme
propre (on les trouvera dans tous les livres sur la théorie des groupes). Les angles 0, ¢, y sont les
angles d’Euler. Mais jusqu’ici, seuls les angles 0 ef ¢ figuraient dans nos équations du
monopole et il manquait I’angle y de rotation propre. On voyait, a ’approximation de

I’optique géométrique, que le monopole a la symétrie d’une toupie dont 1’axe est orienté suivant
les angles 6 (nutation) et ¢. Mais la rotation propre manquait: la toupie restait immobile.

Néanmoins, la projection du moment orbital sur I’axe de symétrie n’était pas nulle parce que les
deux particules en présence ont des charges de nature différente et de signe contraire.

On trouve pour les états propres des opérateurs R, les résultats connus :
m',m _ i(m +nt, ) m'm
Q/ (9’(/)’%) =" di (9)

~(m=nr) ~(m+mr) Jj=m o -
am(0)= w1 = 1oy 5[] [0 0]
u

—1) i+ m)!
(1) (J+m)

¥ ((f—m)!(f—m’)!(fm’)!]m

1 3
i=—,1,=,2,..., mm' =—j,—j+1,...,j—1j
J D) J>—J J J

(5,15)

u=cosf, N=

En rapprochant (5,13) de (5,15), on voit que nos équations donnent un nouveau sens a la formule de
Dirac (ng,n:1,2,3,...), car il apparait que D est le nombre quantique de la projection du

moment cinétique sur ’axe de symétrie :

D=m'===—j—j+l,.,j—1,j (5,16)

Il s’ensuit que ’apparition des nombres demi-entiers est simplement due a la double connexité
du groupe des rotations et non a un modele physique particulier, car la quantification des moments
cinétiques J, ne repose que sur les A, et donc sur les opérateurs de rotation R, définis en (5,14).

Ainsi, nous pourrons généraliser les équations (2,3) en introduisant I’angle manquant de rotation
propre. Ce qu’on ne peut pas faire dans le cas général (2,3), mais seulement dans le cas (5,5) du champ
coulombien ou I’absence de cet angle est évidente.

6) Généralisation de I’équation du monopole dans un champ coulombien.

Nous généraliserons (5,5) par la substitution :

_e._, .9
_hc: lal (6,1)

Ce qui donnera un nouveau systéme que nous €crirons :



19 _gy-1 5,00 5, T80 2 ¢=0
| cor r{ " g6 g0 )y
- - - = (6,2)
sing —CosQ
AV — n=0
cat s r[ 1 1g6 5 1g0 Jal_n
%%—s V-is.C— }5 0; {%%+SV lS-C%}TI=O (B=eC) (6,3)

Les intégrales premiéres généralisant (5,8) s’€écriront, grace a (5,3) et (5,4) :

J, :h[rx( IV—zCaij—l£i+%s}; J, =h[rx(—iV+iC%j+i;%+%s} (6.4)

Les relations (5,9) se conservent car la dérivation en y commute avec les autres grandeurs. Avant

d’aller plus loin faisons une remarque. On a vu que D = m’, nombre quantique de la projection du
moment cinétique total du systéme monopdle-centre coulombien sur I’axe de symétrie. Si D et donc m’
sont demi-entiers, il en sera de méme pour m (projection sur Oz) et pour j (moment cinétique total).
Mais en ajoutant le spin, le moment total sera :

1
J= h(A+ES) (6,5)

et J sera entier : le monopole sera dans un état boson ; mais si, au contraire, m’, m et j sont entiers,
J sera demi-entier et le monopole sera dans un état fermion. On remarquera que c’est vrai si m’, m
et j sont nuls, ce qui est normal, puisqu’on est alors dans le cas de I’équation de Dirac sans champ.

Nous verrons tout de suite que le magnétisme se conserve moins bien que 1’¢lectricité, mais il semble
déja que méme le spin n’est pas absolument défini car il est passé du stade de constante absolue (comme
une charge ¢lectrique) a celui d’une intégrale premicre dans (5,16). Autrement dit, la charge magnétique
se conserve au cours du temps, mais elle peut prendre différentes valeurs, du fait qu’elle est définie par

un moment cinétique.

Pour le voir encore mieux, reprenons nos équations (5,5) et (5,6) en ajoutant a la charge électrique
coulombienne qui y figure une petite perturbation €électromagnétique €B; .

L9 ev-1 L A i+sz E=0
cot r\ tg0 1g0

(6,6)

Lo SV—— lsmgo+sz—cosq) i+l£B n=0
cot r\ g6 g0 oy

Posons maintenant, a €* prés, &, et 1, désignant les solutions poure =0 :

§=&,+8;n=n,+d (6,7)

Nous aurons les équations approchées :



19 oy L sn0, (¢80 9 |5 ieBE, =0
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(6,8)

19 gy Ly sine,  —cos@) 9 |5 ey, =0
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On voit que 0 et On contiendront des fréquences différentes de celles de &, et m,, y compris
pour I’angle % , d’ou I’apparition de nouvelles charges magnétiques dues a I’introduction du champ

extérieur. D’autre part, on sait d’apres (3,2) que si des conditions extérieures sont descriptibles par des
quasi-potentiels, le courant magnétique se conserve, de méme que se conservait le courant électrique
dans 1’équation de Dirac en présence des potentiels de Lorentz. Mais la différence entre les deux cas,
¢lectrique et magnétique, est que, tandis que les charges ¢€lectriques qui interviennent dans I’équation de
Dirac, sont des constantes absolues qui ne dépendent pas des interactions, au contraire, dans ma
nouvelle équation, la charge magnétique dépend du troisiéme angle d’Euler (de rotation propre) qui peut
changer sous I’effet d’une nouvelle interaction et faire apparaitre de nouvelles charges magnétiques,
méme si cette interaction est de caractére €lectrique. Autrement dit, la charge électrique est une
constante universelle, alors que la charge magnétique ne pourra €tre qu’une intégrale premiére.

On peut se demander si c¢’est admissible et si ma nouvelle équation n’est pas a rejeter. Cette question
est légitime, mais je pense que la réponse est non ; elle se trouve dans le paragraphe 5). En effet, nous
avons vu qu’a I’approximation classique notre équation du monopole se ramenait a celle d’une toupie
classique avec les mémes lois de symétrie. Mais si I’on retrouvait bien, dans le monopdle, I’axe de
symétrie de la toupie, qui lui semble inhérent, il manquait I’angle de rotation : la toupie était immobile.
Comment ne pas tenter d’introduire cet angle, surtout quand on découvre ensuite qu’il est égal a la
charge magnétique ?

Il faut reconnaitre qu’on porte ainsi atteinte a la symétrie entre 1’électricité et le magnétisme. La
différence essentielle est celle que nous venons de souligner: nous savons créer des charges
magnétiques mais non pas des charges électriques. Mais - point principal - ¢’est un fait d’expérience,
dont la nouvelle équation ne fait que rendre compte car nous savons effectivement faire naitre des
monopdles grace a des actions purement électriques dans un milieu qui, a notre connaissance, n’en
contenait pas, tandis que nous savons seulement extraire des charges €lectriques d’un milieu ou nous
elles se trouvaient déja : nous ne savons pas les créer.

Il y a une primauté de I’électricité sur le magnétisme et c¢’est pourquoi nous vivons dans un monde
¢lectrique peuplé d’¢lectrons et de protons et non pas dans un monde magnétique peuplé de monopdles.
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